Conicas e Orbitas

Otédvio Casagrande Ferrari - Projeto Olimpicos

1. Introducao

Um dos estudos mais fundamentais da astronomia ¢é o estudo das érbitas. Nesse material tratare-
mos da geometria das o6rbitas e suas principais caracteristicas, além de relacionarmos com aspectos
fisicos relevantes.

Antes disso, vamos lembrar o que sao as chamadas conicas. Elas sao figuras geométricas encon-
tradas na interseccao de um plano que atravessa um cone. E possivel interseccionar o cone de
3 formas diferentes, gerando 3 figuras geometricas diferentes, conhecidas como elipse, parabola e
hipérbole. Observe a imagem abaixo:
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Elipse Parabola

Hipérbole

Muitas pessoas apos estudar a 19 Lei de Kepler (aquela que possui o seguinte enunciado: “todos os
planetas movem-se ao redor do Sol em orbitas elipticas, estando o Sol em um dos focos"), podem
pensar que todas as Orbitas possuem geometria eliptica, o que nao é verdade! Na realidade, um
astro pode orbitar um corpo massivo descrevendo nao apenas orbitas fechadas (elipticas, como a
dos planetas em torno do Sol), mas também em 6rbitas abertas (parabodlica ou hiperbolica, que
¢ o caso de diversos cometas oriundos da Nuvem de Oort, por exemplo). Resumidamente, toda
orbita pode ser descrita por uma conica.

Discutiremos aqui a geometria, a energia e a velocidade associada a cada um desses 3 tipos de
orbitas: eliptica, parabodlica e hiperbélica.

e
e

LSS

£ N
3
Y,
*u‘
g5

w4 Pégina 1


https://olimpicos.cf
https://olimpicos.cf

2. Orbitas elipticas

2.1 Propriedades geométricas

Primeiramente, vamos definir o que é uma elipse: dado 2 pontos F; e F; cuja distancia entre eles é
2¢ com ¢ > 0, chama-se elipse o conjunto de pontos P de um plano cuja soma das distancias PFy
e PF, é constante e igual a 2a, em que a > c. Observe a imagem a seguir, em que 71 + 7o = 2a,
caracterizando uma elipse.

Agora que definimos o que é uma elipse, vamos entender melhor a defini¢ao de todos seus elementos
importantes:

e Focos (Pontos F} e F)

Centro (Ponto C)

e Semi-eixo maior (a): maior distancia do centro a um ponto na elipse

e Eixo-maior (2a): o dobro do semi-eixo maior/maior disténcia entre dois pontos na elipse
e Semi-eixo menor (b): menor distancia do centro a um ponto na elipse

e Eixo-menor (2b): o dobro do semi-eixo menor

e Distancia focal (2¢): distancia entre os focos

e Excentridade (e): é um parametro associado a qualquer conica, que mede o seu desvio em
s . e .. C . .
relacdo a uma circunferéncia. E igual & razao —. Na elipse, temos 0 < e < 1. Quanto mais
a

proximo de 0, mais a elipse se aproxima de uma circunferéncia, e quanto mais proximo e estéa
de 1, mais a elipse se aproxima de uma reta.

e Area (A): a area de uma elipse ¢ dada por A = 7ab.

Para uma melhor compreensao desses elementos, observe a imagem abaixo:
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2.2 Equacées da Elipse

Agora que vocé ja conhece bem essas caracteristicas, vamos encontrar a equacao reduzida de
uma elipse centrada na origem do plano cartesiano e com seu eixo maior sobre o eixo Ox. Para
comegarmos, vamos antes estabelecer uma relagao entre os elementos a, b e ¢, que nos sera 1til no
desenvolvimento das equacoes, além de ser uma relacao importante em outros momentos, como
em alguns exercicios. Para isso, vamos nos basear na imagem abaixo:

(0, b)

(-a,0) (@ 0) X

(0.-b)

Como vocé pode notar, a distancia entre um dos focos F; ou F; e um dos pontos (0,b) ou (0, —b) é
igual a a, pois pela defini¢ao de elipse temos que ;1 + ro = 2a e nesse caso descrito, a distancia ry
e 1o sdo iguais devido a simetria (r; = ro = r). Logo concluimos facilmente que 2r = 2a = r = a.
Sabendo disso, vemos na imagem a formacao de um tridngulo retangulo cujos lados sao os elementos
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a, b e c. Assim, pelo Teorema de Pitagoras, temos:
=P+ =>=ad>-1

Com isso, partiremos da definicao r; + ro = 2a e substituiremos r; e 7 pelos seus respectivos
valores obtidos pela famosa férmula da distancia entre 2 pontos no plano cartesiano.

ritry=2a= /(- (=) + @y —02+(r—0c2+(y—0)?=2
22+ 2zc+ A +y* =4a® —da/(x — )2 +y2 +2* — 2xc+ Y + &
dzc = 4a® — dar/(z — ¢)? + 42
xe=a® —ay/(z — c)? + 32
(ay/(z — )2 +y2)? = (a® — xc)? = a®2? — 2a*xc + d*® + a*y* = a* — 2a*wc + 22
Substituindo ¢ por a? — b?, temos:
a’x? + a*(a® — b?) + a*y? = a* + 2% (a® — b?)
a’2? 4+ a* — a*V* 4 a®y? = a* + a®2® — 2b?
a2y? + 228 = a2b?

E, finalmente, dividindo a equagao por a?b?, chegamos na equagao da elipse com centro em (0,0):

2 2
L
a b2

Utilizando o mesmo raciocinio, pode-se demonstrar a equagao da elipse com centro em (zg,yp) €
eixo-maior paralelo ao eixo Oz, que é dada por:

(1’ - JUo)2 (y - 90)2
a? + b2

No caso de uma elipse com centro em (xg,yy) mas eixo-maior paralelo ao eixo Oy, temos:

=1

2 2
(z — x0) (v — o) _
+ =1
b? a?
Essas equacgoes sao bem interessantes, mas talvez nao sejam as mais importantes na resolucao de
problemas relacionados a Orbitas. Para esse tipo de estudo, geralmente ¢ mais relevante usarmos

a equacao da elipse em coordenadas polares, que demonstraremos a partir da imagem abaixo:
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Onde o angulo 6 é chamado de anomalia verdadeira. Pela lei dos cossenos temos:
7% = 1% 4 (2¢)® — 2r(2c) cos (180° — ) = r’? = r® + 4c® + 4rccos 6
Lembrando que e = £ = ¢ = ae
r'? = r? + 4a*e? + 4rae cos
Como 7’ + r = 2a = 1’ = 2a — r, substituindo:
(2a — 1) = r* + 4a*e* + 4raecos @ = 4a* — 4ar +r* = r* + 4a*e* + 4raecos b

a*(1 —e*) =ra(l +ecosf) = a(l —e*) =r(1 + ecosd)

_a(l—e€?)
~ 1l+4ecosf

Uma dica: fique atento ao angulo ao qual 6 se refere. Nesse caso, considerei-o como a anomalia
verdadeira da elipse, mas vocé pode se deparar com alguns casos que considera o angulo suple-
mentar a anomalia verdadeira. Se esse for o caso, vocé encontrara essa equagao polar, mas com
um sinal negativo no termo "ecosf".

Outros 3 elementos importantes quando estamos falando de orbitas elipticas sao os pontos de
apoastro, periastro e o semi latus rectum.

e O periastro é o ponto em que o corpo orbitante se encontra em sua menor distancia do
corpo orbitado (localizado em um dos focos da elipse). A distancia entre os corpos nesse
ponto pode ser calculado por:

rp,=a—c=a—ae=>r,=a(l —e)

e Por outro lado, o apoastro é o ponto em que o corpo orbitante se encontra em sua maior
distancia do corpo orbitado (localizado em um dos focos da elipse). A distancia entre os
corpos nesse ponto pode ser calculado por:

ro=a+c=a+ae=r1r,=a(l+e)
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e J4 o0 semi latus rectum ¢ a distancia do astro orbitante ao foco em que esté a massa orbitada
quando a anomalia verdadeira € = 90°, logo
a(l—e*)  a(l—e?)

= = g =a(l—é?
1 + e cos 90° 1—|—e-O:>rl ol ¢)

Tsl

Esses 3 conceitos também se aplicam de forma analoga nos outros tipos de érbitas, porém é mais
comum tratar deles em orbitas elipticas.

Obs.: Quando o astro orbitado for o Sol, vocé encontrara os termos afélio e periélio ao invés de
apoastro e periastro. No caso da Terra, pode encontrar os termos apogeu e perigeu.

2.3 Energia

A energia mecénica de um sistema é de extrema relevancia no estudo de orbitas, pois ela se con-
serva ao longo de toda a trajetoria e, a partir disso, conseguimos tirar grandes conclusoes!

A energia mecanica de um corpo de massa m que orbita um corpo de massa M, em que M >> m,
pode ser dado através da soma da energia cinética F, = m2”2 do corpo orbitante com sua energia
potencial gravitacional £, = —GMTm.

Aqui, demonstraremos como determinar a energia mecanica de um corpo em orbita eliptica, sa-
bendo apenas as massas m e M e o semi-eixo maior a da elipse:

mv?  GMm
EM:EC+Ep:>EM:T——
r
Multiplicaremos a equacao por r:
202 G M2 2,22
EM-TZZmUT — mr :>EMT2:—mvr — GMmr
2 r 2m

Como o momento angular L = mur, substituiremos m2v?r? por L?:

L? L?
Eyr? = o GMmr = o = Eyr® 4+ GMmr
m m

Com isso, observamos que, como o momento angular se conserva, e a massa do corpo nao se
2

alterara, entao o termo - ¢é constante durante toda a trajetoria de uma 6rbita eliptica, o que se
m

da por consequéncia que a quantidade Epr? + GMmr também é constante ao longo da orbita.
Sabendo disso, igualaremos essa quantidade em dois pontos notaveis da érbita, afélio e periélio:
L? L?

o = o = Eyar? + GMmr, = EMpri + GMmr,

Claramente, sabemos também que a energia mecanica se conservara, logo Eyrp, = FEyq = Eur:
Eyr? +GMmr, = EMTIQJ + GMmr, = Ey(r? — 7"12)) =GMm(r, —rg)

B GMm(r, — 1) GMm(r, — 1) —GMm(r, —rp) —GMm
M= = =

(r2 — 7“3) B (ra — Tp) (ra + Tp) B (ra — Tp) “(ra + Tp) B (ra + Tp)

Como a = % = 1, + 1, = 2a, entao concluimos que a energia mecanica de um corpo de massa
m orbitando um corpo de massa M em uma Orbita eliptica é dada por:

—GMm

FEar =
M 2a
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2.4 Velocidade

Para encontrarmos a velocidade de um corpo que orbita uma massa M em orbita eliptica em um
determinado ponto em que dista r» do corpo orbitado, igualaremos a soma da energia cinética e
pontecial com a energia mecanica de uma orbita eliptica que acabamos de calcular:

—-GMm mv?* GMm v* GM GM
E — EC E = — _ = —
M T = 2a 2 T = 2 T 2a
1 1 2 1
UZ:QGM(———) oM ___)
r  2a roa

Essa formula é extremamente ttil na solucao de muitos problemas de astronomia, entao nao se
esqueca delal

2.5 Caso particular: circunferéncia

Um caso muito comum em problemas, e também muito mais simples, é o caso das 6rbitas circulares.
Basicamente, pode-se pensar em uma circunferéncia como sendo uma elipse de excentricidade e = 0,
ou seja, ¢ = 0. Pela equacao polar da elipse, se substituirmos e por 0:

a(l —e?) _a(1-0)

— — = —
1+ ecosf " 140 rea

Resumidamente, obeserva-se que uma circunferéncia é uma elipse cuja excentricidade e = 0, dis-
tancia focal ¢ = 0 (F} = Fy, = C) , e a distancia em qualquer ponto da érbita ao centro dela é
constante e igual ao raio R da circunferéncia (a = b = r = R). Sabendo disso, conseguimos chegar
na energia e na velocidade associada a um corpo em Orbita circular:

—GM
B, — —¢Mm
2a
como a = R:
—GMm
Erp— —
M 2R

Agora, para a velocidade:
2 1 2 1 2—-1
”_\/GM(F_E> :’”—\/GM(E‘Q _\/GM(T)

Vcire = R
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3. Orbitas parabélicas

3.1 Propriedades geométricas

Para comegar, vamos definir o que é uma parabola: Dados um ponto F' (foco) e uma reta d (diretriz)
em um plano, com F ¢ d, chama-se parabola o conjunto dos pontos P desse plano equidistantes
de d e F. Isto é: PF = Pd. Para um melhor entendimento, observe a imagem abaixo, em que 7,
é a distancia entre o foco e um ponto P e 7y é a distancia entre a diretriz e o ponto P.

p/2 O

Agora que definimos o que é uma parabola, vamos entender quais sao seus elementos importantes:
e Foco (Ponto F)
e Diretriz (Reta d)
e Parametro (p): distancia entre o foco e a diretriz.
e Excentricidade (e¢): razao entre as distancias de um ponto P da parabola ao foco e a

diretriz. Como essas distancias sao iguais, a excentricidade da pardbola é igual a 1.

3.2 Equacées da Pardbola

Agora, vamos deduzir algumas equagoes da parabola. Partindo dessas propriedades, vamos desco-
brir qual equacao descreve uma parabola no plano cartesiano. Para isso, vamos utilizar um caso
simples (o caso representado na imagem acima): a pardbola com foco no ponto (£,0) e com eixo de
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simetria coincidente ao eixo Ox. Tomaremos as distancias r; e ry em relagdo a um ponto P’(x,y)

qualquer
Tr=ﬁ=>v«$—g)a+@—ﬂy=:¢ﬁﬂ—(—g»2+(y—yﬁ

2

ﬁ—w+%+f:ﬁ+w+%éy%ﬂw

Da mesma maneira, pode-se demonstrar a equacao de uma pardbola com foco no ponto (0,5) e
com eixo de simetria coincidente com o eixo Oy, obtendo:

2 = 2yp

Como fizemos anteriormente para a elipse, vamos agora demonstrar a equagao polar da parabola,
que pode eventualmente ser mais 1til do que as equagoes anteriores na hora de resolver problemas.
Para isso, vamos partir da imagem abaixo:

d
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Analisando rapidamente, percebe-se que:

r—p p
=7l —-cosl) =p=|r=——
T ( cosf) =p " 1 —cos®

cosf =

Aqui temos novamente aquela diferenga de convencao. Vocé pode acabar encontrando o angulo 6
sendo considerado a partir do outro lado, ou seja, sendo suplementar ao que convencionamos. Se
esse for o caso, na expressao encontrada o termo cos 6 tera sinal postivo.

3.3 Energia

Para deduzirmos a enegia associada a uma oOrbita parabolica, iremos utilizar o mesmo raciocinio
para a oOrbita eliptica. Uma conclusao importante que chegamos anteriormente no desenvolvimento

2,2 2
N . m2v?r . o
das equacoes foi que: Eyr? = o GMmr. Apbés isso, substituimos o termo m?v?r? por
m
VA
Y .
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L?, mas perceba que isso s6 é verdade se a velocidade v do corpo em 6bita for perpendicular
ao vetor radial, é correto afirmar isso para o apoastro e periastro de uma o6bita eliptica como
fizemos, mas no caso de uma Orbita parabodlica nao temos 2 pontos em que a velocidade do astro

¢ perpendicular ao vetor radial, temos apenas 1 ponto (quando r = £). Logo, precisaremos
considerar a componente perpendicular em algum outro ponto notével da érbita, sendo assim,
L2

como L? = m2vir2 = m?v%r?.cos? a o termo m?v?r? pode ser substituido corretamente por

2 )
cos? a
em que « é o angulo entre os vetores v e v, . Logo, da mesma forma que fizemos para a elipse,

2
isolamos a quantidade — e concluimos, portanto, que a quantidade (Epr? + GMmr) - cos? a é
m
constante! Agora, precisamos escolher 2 pontos diferentes da orbita parabolica para igualarmos
. .. . P . . ,
essas quantidades. Um ponto bem trivial seria quando r = 5 Pois sabemos que a velocidade é

perpendicular, logo o = 0 nesse ponto. Outro ponto bem interessante é quando r = p. Nao

sabemos qual é o angulo « de forma tao trivial, mas é possivel descobri-lo com conceitos basicos
p

1 —cosf

cosf =0 = 6 =90°), e portanto a projegao ortogonal do ponto P(x,y) é no ponto F, logo, = = g

d
de calculo! Basta calcularmos a derivada d_y para r = g (pois quando r =p = p =
x

Observe uma imagem ilustrando esse ponto abaixo:

Calculando a derivada e lembrando que ela sera igual a tangente de a:

dy  dv/2px D

t, = —= — = _
ana dx dx 2x

p
C ==
omo z = o

tana =1 = o = 45°)

Com essas informagoes, ja podemos igualar a quantidade (Eyr? + GMmr)-cos? a nesses 2 pontos!
Assim:

2 GM
(E <]_?> + ﬂ) . COS2 0= (Ep2 =+ GMmp) . COS2 450

2 2
Ep* GM Ep* GM Ep* Ep* Ep?
p + mp _ EPp 4 mp N r_Ep_ Ep -0
4 2 2 2 2 4 4
Como p # 0, portanto:
E=0
\‘;":kzi” Pégina 10
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Como acabamos de deduzir que a energia mecanica de uma orbita parabélica é igual a 0, vamos
analisar isso mais detalhadamente.
Como a energia mecanica é a soma da energia cinética com a energia potencial, temos que:
2
muv GMm
Ey =E.+E,=0=E+E, = = )

r

GM 2
=" g = 0), isso significa que ele

Com isso, podemos perceber que se um

corpo possui Ejy; = 0 no infinito (no lim
r—00 T

estd em repouso e livre de influéncias gravitacionais. Em outras palavras, um corpo com Ej; =0

chegaré no infinito com v = 0.

Logo, percebe-se que um corpo em orbita parabdlica tem energia suficiente para “escapar'da in-

fluéncia gravitacional exercida pelo corpo obitado. Isso nos permite calcular a velocidade minima

necessaria para que um corpo fuja completamente da atracao gravitacional de outro; a essa velo-

cidade damos o nome de velocidade de escape e demonstraremos ela na proxima segao:

3.4 Velocidade

Como comentado ha pouco, vamos deduzir a velocidade de um corpo de massa m em uma oOrbita
parabolica a uma distancia » de uma massa M localizada no foco da parabola, em que M >> m,
isto é, a velocidade de escape.

: aM
Como EM:OeEM:%: m,temos:
e 2 GM
Ey=0= "0 2N _g5 0 =
2 T 2 T

2GM
Vese = \/§ Vcire

r

4. Orbitas hiperbélicas

4.1 Propriedades geométricas

Definicao de hipérbole: fixados dois pontos Fy e F, de um plano « tais que Fy Fy = 2¢, com ¢ > 0,
chama-se hipérbole o conjunto dos pontos P de a cujas diferencas, em modulo, das distancias PFy
e PF, sao iguais a uma constante 2a, com 0 < 2a < 2¢, ou seja: |P_Fl — P_FQ\ = 2a. Observe a
imagem abaixo:
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Agora que definimos o que é uma elipse, vamos entender melhor a definigao de todos seus elementos
importantes:

e Focos (Pontos F} e F)

e Centro (Ponto C): ponto médio do segmento F} F5.

e Vértices (Pontos A; e Ay): interseccao da hipérbole com o segmento F} Fy
e Eixo real (2a): segmento A; A,

¢ Eixo imaginario (2b): segmento BB, (ver figura abaixo)

e Distancia focal (2¢): distancia entre os focos

. . = c ., , ~ .
e Excentridade (e): ¢ a razao e = —. Observando que esse numero é a razao entre a hipote-
a

nusa e um cateto de um triangulo retangulo, nessa ordem, concluimos que e > 1.
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Uma relacao entre esses elementos é facilmente visualizada através desses 4 triangulos retangulos
com catetos a e b e hipotenusa ¢: ¢ = a? + b?> Outro elemento importante das hipérboles sao as
assintotas. Elas sao retas as quais os pontos da hipérbole se aproximam & medida que se percorre
a hipérbole, de forma que no infinito a hipérbole tenha inclinagao igual a assintota e ela encontre a
assintota. As assintotas podem ser descendentes (reta s) ou ascendentes (reta ), como visualizado

nas figuras abaixo para hipérboles com eixo real coincidente com o eixo Oz e Oy, respectivamente:

y
y

Podemos encontrar as equagoes dessas retas facilmente. Basta calcularmos a derivada da hipérbole

no lim para descobrirmos a inclinacao das assintotas. Assim, para a hipérbole com eixo real
T—00

b\’
coincidente com o eixo Oz, veremos pelas equagoes da hipérbole que y = (—) — b2, logo:
a

limd—y—limi b—xQ—bZ—limw—x
a—oo dr  a—oo dT a 2500 alblvx? — a?

4
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Como b > 0:
b b b

m —— = llm —————== lim = -+
es00 q/22 — a2 a0 [ _ g2 e-oo a2 ay1-0 a
a 3 a 1 )
x x

Assim, conclui-se que para a hipérbole com eixo real coincidente com o eixo Oz, a equagao da

assintota ascendente da é y = —x e a equacao da descendente é: y = —x
a
Utilizando o mesmo raciocinio, conseguimos calcular para o caso do eixo real em Oy, temos para
a —a
Ly =,Teparas y=—-

4.2 Equacgées da Hipérbole

Agora vamos deduzir uma equacgao para uma hipérbole centrada na origem e com eixo real sobre
o eixo Ozx: Pela defini¢ao de hipérbole temos |PF; — PFy| = 2a, logo:

V(@ — ()2 + (y— 02— /(z — ) + (y — 02| = 2a =

S V@ Fe)2+y -V -2+t =42a=>(r+c)2+yt=+(x—c)2+y>+2a

Elevando os dois lados da equacao ao quadrado:

( (m+c)2+y2)2:( (x—c)2+y2j:2a>2:>

= (@+e)?+1yP = (- +yPLda/(x — )2+ 12+ 4a* =
= 224+ 20c+ 2 = 2® — 2ee+ A £ 4a/(x — )2 + y? + 4d® = 4(xc — d®) = +dar/(x — )2 + 2
(e — a®) = +ar/(z — c)? + 12
Elevando os dois lados da equagao ao quadrado novamente:

2

22? — 2xca® + at = a®

2 — 2zca® + a*c? + a2y2 = 22c? + a* = a*2® + * + a2y2 =

S 20— 2P+ a2 = ot — 2P = 22(d® — P) + a% = (@@ — )
Como ¢? = a® + 1? = a® — 2 = —1?, logo temos:
—a?? 4 a?y? = —a2b? = 220 — a¥y? = a2b?

Finalmente, dividindo ambos os lados da equacao por a?b?, obtém-se:

Podemos também, de maneira analoga, deduzir a equacao reduzida da hipérbole para um caso
mais geral em que ela possui o eixo real paralelo ao eixo Oz e centro em (z,yp):

(x — 9)” _ (y — w)° —1
a? b? B

4
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Da mesma forma, podemos obter a equacao reduzida da hipérbole para um caso mais geral em
que ela possui o eixo real paralelo ao eixo Oy e centro em (zg,yp):

(v —v0)® (x—m0)* .
a? b? B
Agora, vamos a equacao que pode ser mais util que essas: a equacao polar da hipérbole. Para

deduzi-la, a figura abaixo ira nos auxiliar.

Pela lei dos cossenos temos:
a+r71)*=1r"4(2c)* — 2r(2c) cos —0)=4da” +4dar +r° =r" +4c" +4rccost =
2 2=1r2 4 (20 —2r(2 180° — ) = 4a* +4 2?44t + 4 0

= 4a® 4 dar = 4¢® + drccos = a®> + ar = & + recosf

Lembrando que e = £ = ¢ = ae

a® +ar = a’e® + aercos = a+r = ae* +ercosf = r(1 — ecosf) = a(e® — 1)

_a(e?—1)
1 —ecosh

Novamente: atente-se a convengao dos angulos!

4.3 Energia

Para deduzirmos a energia associada a um corpo de massa m orbitando em uma trajetoéria hiper-
bolica uma massa M, que estaré localizada no foco da hipérbole, em que M >> m, utilizaremos o
mesmo raciocinio desenvolvido na deducao da energia em orbitas parabdlicas, em que concluimos
que a quantidade (Eyr* + GMmr) - cos® a é constante ao longo de toda a oérbita. Assim, basta
escolhermos 2 pontos favordveis para chegarmos em uma expressao para a energia mecanica.

Um ponto bem trivial é no vértice da hipérbole, ou seja, quando 6 = 180° e, logo, r = a(e — 1).
Observe também que nesse ponto a velocidade seré perpendicular ao vetor radial, assim o angulo
a entre os vetores v e v, € igual a 0.

Outro ponto favoravel, mas nao tao trivial, é quando # = 90° e, portanto, r = a(e* — 1). Agora,
iremos calcular diretamente o cos? a através de nocoes basicas de calculo e com o auxilio da imagem
abaixo:
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Sabemos que, como a velocidade é tangencial a trajetoria, a tangente do angulo « é igual a derivada
da funcao y em relacao a z quando = = c¢. Logo:

dy d |[/bz\? b2
tana = — = — — ] - =—"
dr dx a alb|v/a? — a2

Como b > 0 e queremos a derivada quando z = ¢, temos:

be B bae B be
ave? —a?  ave2—a?2 Ve —a?

Sabemos que ¢ = a? +b? = b = /2 — a%:

tana =

e/c2 2
tanay = —— = tana =-¢

Calculando o cos? a:
. . 2
sin a sin? o

1
== 5 :e2:1—005204:620052@:@5205:—2
CoS «v cos? o 1+e

Com isso, temos todas informagoes necessarias para descobrirmos a energia de uma Orbita hiper-
bolica! Lembrando da igualdade entre as quantidades em ambos os pontos escolhidos:

(EMT% + GMmrl) - cos? oy = (EMTS + GMmrQ)  cos? oy =

1
1+e?
= (1+¢€%) (Ea®(e — 1)> + GMma(e — 1)) cos® 0 = (Ea*(e* — 1)> + GMma(e* — 1)) =

= (Ed*(e — 1) + GMma(e — 1)) =

(Ea*(e* —1)> + GMma(e* — 1)) =

4

q’.(:‘»
et

’
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= EBa((1+e’)(e—1)*—(*—1)°) =GMm ((e* 1) — (e—1)(1 +¢°)) =

e2—1—(e+e3—1—¢? —e? +2e* —e
= Fa=GM =GM =
¢ m(62—26—|—1—|—€4—263—|—62—(64—262+1>> m(—2€3—|—462—26)

_ 3 2 _
:>Ea:GMm((e+2€ e)) Bq = SMm

2(—e3 4 2¢%2 —¢)
~ GMm
2

E

Note que a energia mecanica de uma 6rbita hiperboélica é igual ao oposto da energia mecéanica de
uma orbita eliptica!

4.4 Velocidade

Depois dessa breve demonstragao da energia, vamos calcular a velocidade de um corpo de massa
m em Orbita hiperbodlica com uma massa M no foco, em que M >> m, a uma distancia r do corpo
orbitado.
Para isso, basta lembrarmos que a energia mecénica ¢é igual a soma da energia cinética e potencial
gravitacional, logo:

GMm mv? GMm N v?  GM  GM

By =Eo+ B, = -
M + 5 2a 2 r

r 2a

2
U2:2GM(1+—):>U2:GM(2+1)
r

4
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5. Resumo caracteristicas orbitais

Agora, um resumo sobre os aspectos mais importantes apresentados aqui:

Eliptica Parabolica Hiperbolica
Excentricidade O<exl1 e=1 e>1
. a(l —e?) p a(e* — 1)
E l = = e L
duacao poat r 1+ ecosf 1 —cosf 1 —ecost
—GM M
Energia E:M<O E=0 E:G m>0
2a 2a
2 1 2GM 2 1
Velocidade v = \/GM (— — —) v = G v = \/GM <— + —)
roa r rooa

Tabela 1: Resumo caracteristicas orbitais

Observe também que:

Eelz’pse < Eparabola < Ehiperbole € Velipse < Uparabola < Vhiperbole

6. Problemas

Alguns dos problemas propostos aqui podem envolver o conhecimento de outros contetdos, como
as Leis de Kepler, mas nada muito complicado, o foco dos exercicios em si é geometria, energia e
velocidade de érbitas. Divirta-se!

e Constantes

— G =6,673-10""" Nm?kg~2
— My = 1,989 -10% kg

— 1U.A. = 1,496 - 10" m

— 1Ipc = 3,086 - 10' m

— Ry =6,371-10 m

— My =5974-10* Kg

VA
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Problema 1. Calcule o raio do horizonte de eventos de um buraco negro.

Nota: o horizonte de eventos delimita a regiao na qual um corpo precisaria ter uma velocidade
v > ¢ (em que ¢ é a velocidade da luz no vacuo) para escapar da influéncia gravitacional do buraco
negro.

Problema 2. (IOAA 2011) Estime o nimero de estrelas em um aglomerado globular de 40pc de
diametro se a velocidade de escape na borda do aglomerado é de 6km/s e a maioria das estrelas
sao similares ao Sol.

Problema 3. Suponha que vocé esteja navegando pelo universo quando decide medir a distancia
entre 2 estrelas: A; e As. Vocé se aproxima da A; de forma que seja atraido gravitacionalmente
e comece a orbita-la. Se a sua velocidade enquanto estava livre de influéncias gravitacionais era
Vo = 20,0km/s e no ponto de maxima aproximagao com A; a distancia até a estrela era de

d = 0,15UA, calcule:

a) O formato da orbita

b) O semieixo maior (a) e a metade da distancia entre os focos (c) dessa orbita.

Vocé esperou para tirar uma foto da estrela A, sempre que a distancia de vocé até a A; fosse
igual a ¢, e calculou a diferenca angular entre as posicoes da estrela nas duas fotos com relagao as
estrelas distantes. Tal valor foi de 8 = 0,04”.

c¢) Calcule a distancia entre as duas estrelas.

Dados: massa de Ay M4, = Mg,. Considere também que A, esta sobre a linha que liga vocé até
Aj durante a méaxima aproximacao.

Problema 4. (I0OAA 2009) Um projétil inicialmente na superficie da Terra a nivel do mar ¢é
GMr

T
Ignore a resisténcia do ar e a rotagao da Terra.

lancado a uma velocidade inicial V) = formando um angulo 6 = g com o horizonte local.

a) Mostre que a orbita do projétil é uma elipse com um semi-eixo maior a = Ryp.
b) Calcule a maior altitude desse projétil em relagao a superficie da Terra (em unidades de Ry ).

¢) Qual é o alcance desse projétil (distancia pela superficie entre o ponto de langamento e o ponto
de queda) em unidades de Rr?

d) Qual é a excentricidade (e) dessa orbita eliptica?

e) Encontre o tempo de voo do projétil.

Problema 5. (IOAA 2007) Um satélite orbita a Terra em uma orbita circular.O momento incial
do satélite é dado pelo vetor p. Em um determinado momento, uma carga explosiva é disparada
que da ao satélite um impulso adicional Ap, de mesma magnitude que p. Seja a o dngulo entre os
vetores p e Ap, e [ entre o vetor radial do satélite e o vetor Ap'. Pensando na dire¢ao do impulso
adicional Ap, pondere se é possivel mudar a orbita para cada um dos casos citados abaixo. Se
é possivel, dé os valores para a e § para os quais € possivel. Se a 6rbita nao é possivel, marque
NAO.

a) uma hipérbole com perigeu no local da explosao.

)

Y e
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b) uma parabola com perigeu no local da exploséo.
¢) uma elipse com perigeu no local da explosao.

d) um circulo.

e) uma elipse com apogeu no local da explosao.

Note que para a = 180° e 8 = 90° a nova ¢rbita serd uma linha ao longo do qual o satélite caira
livremente verticalmente em direcao ao centro da Terra.

7. Gabarito

2GM

Problema 1. R = 5
c

Problema 2. N =~ 84 -10* estrelas
Problema 3. a) Hipérbole
b) a=221TUA e ¢ = 2,37TUA
¢) d=67,6pc

Problema 4. a) Demonstracao.

b) h=05Ry
27
A=

C) 3 Ry
d) e=05

Problema 5. a) a =[0°;90°) ou (270°;360°]
b) « =90° ou 270°
c) a=(90°;120°) ou (240°;270°)
d) o= 120° ou 240°
e) a = (120°;180°) ou (180°;240°)

4’
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