Hidrodinamica

Abner Maia - Projeto Olimpicos

1. Introducao

Em sequéncia a hidrostatica, a hidrodindmica (ou dindmica dos fluidos) estuda o movimento
dos fluidos em geral. Devido a complexidade do assunto, nossa analise sera restrita a algumas
situagoes ideais, geralmente liquidos incompressiveis, nao viscosos e em escoamento estacionario
(o escoamento do fluido é classificado como estacionério ou em regime permanente quando a
velocidade do fluido nao varia com o tempo v = U(7), ou seja, a velocidade s6 depende da
posi¢ao). Em um escoamento turbulento, por exemplo, a 4gua numa cachoeira, a velocidade v
varia de forma extremamente rapida e irregular.

2. Conservacao da massa - Equacao da continuidade

A seguir, vamos considerar um pequeno trecho de tubulacao cilindrica por onde escoa um
liquido incompressivel.

4 :
— .
v-dt

A massa dm que atravessa o fluido num intervalo de tempo infinitésimo sera dada por:

dm

= — = pAvdt.
dvz>dm pAvdt

P

Considerando agora um escoamento estacionario e uma porgao de tubo entre duas areas A; e
A com com densidades p; e ps.
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Pelo fato do escoamento ser estécionario, a massa do fluido contida entre as secgoes A; e Ag
nao pode variar com o tempo, ou seja, em um mesmo intervalo de tempo dt a massa dm; que entra
pela drea A; tem que ser igual a massa que sai do tubo dms pela area A,, portanto, temos que:

dm1 = pP1 Al U1 dt = dmg = P2 A2 () dt,

o que da:
p1 Ay vr = py Az vs.

Se o fluido ¢ incompressivel temos que p é constante, segue-se que:

Al v = AQ V2.

— Vazdo

A produto Av = constante mede o volume de fluido que atravessa a secc¢ao transversal do tubo

por unidade de tempo, portanto:

qv
7= Av="2"
VT

onde Z é chamado de vazao. Sua unidade de medida no Sistema Internacional é m?

s7h
— Caso geral da conservagdo da massa

Agora, vamos formular o principio de conserva¢ao da massa no caso geral do escoamento nao-
estacionario de um fluido compressivel. Considerando um volume V fixo do fluido, limitado por
uma superficie fechada A. Seja A um vetor normal a area cuja intensidade tem o mesmo valor

numerico da 4area.
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A massa dm que atravessa dA num intervalo infinitesimal dt pode vista da seguinte forma:

Como as areas sao infinitesimais, podemos projetar a area dA na dire¢ao normal a velocidade,
de modo que teremos um cilindro de configuracao semelhante ao primeiro caso:

Cuja porgao de massa que o atravessa vale:

dm = pvdtdA cosb.

Com uma simples geometria achamos que o angulo entre a velocidade e o vetor area tambem
¢ 0, entdo temos que vdA cosf = T dA que é o produto escalar entre os vetores U e dA dai

segue-se que:
dm

dt

temos que p U - dA representa o fluxo de massa que sai do volume V' através de dA por unidade
de tempo. Além disso, a massa total dentro do volume V é:

m:/pdV.
1%

A massa pode variar com o tempo, porém, como ela nao pode ser criada nem destruida, essa
variacao s6 pode ser devida ao fluxo resultante na superficie A por unidade de tempo. Portanto
temos que:

)

dm = pdt v - dA = — =p0U-d

- dm d
TodA= -2 d
fi’” i~ a )PV
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. . - dm
O sinal negativo deve-se porque, se adotarmos o fluxo para fora como positivo, — < 0. Essa

expressao é a lei da conservagao da massa num fluido, chama-se Equagao da Continuidade,
perceba que, se tomarmos uma porc¢ao de tubo corrente como foi feito anteriormente o primeiro
membro se reduz a ps Asvg — prAjv;.

3. Equacao de Bernoulli

Vamos aplicar a lei de conservagao da energia para um fluido incompressivel em escoamento
estacionario:

1 P
9 —_— AZ
vy

hg

—_—
V]

Considerando um tubo de corrente limitado pelas sec¢Oes transversais de areas A; e As, onde
temos as velocidades vy e vg, as pressoes p; e py e alturas hy e hy em relagao a um ponto horizontal
de referéncia, O trabalho das forgas de pressao vale:

Tf = p1AL vidt — pa Ay vadt,

o sinal de negativo deve-se ao fato de que o deslocamento na regiao 2 é contrario as forcas de
pressao. Além disso, o trabalho realizado pelas forcas gravitacionais é:

Tp — dU = —g(dm2 h2 - dm1 hl),
além disso, sabemos que a variagao da energia cinética correspondente a esse transporte vale:

1 1
Tp —I— Tf — dT = §dm2 ’U% — §dm1 U%.

Igualando os resultados obtidos, temos que:

1 1
§dm2 U% — §dm1 U% = P1A1 U1 dt — p2A2 ’Ugdt — g(dWLQ hg — dm1 hl)

dm1

Além disso, A;v1 dt = —— e dmy = dmsy, 0 que resulta em:

1 1
§p21)§+p2+pgh2 = §P1Uf+p1 +pghi=C.

Relagao que exprime a conservagao da energia por unidade de massa ao longo do filete, essa
relacao é chamada de Equagao de Bernoulli.
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3.1 Aplicacées
— Formula de Torricelli

Consideremos um reservatorio contendo liquido, em cuja parede lateral ha um pequeno orificio
circular através do qual o liquido se escoa.

Como o orificio é muito pequeno, o nivel de agua do reservatorio baixa muito lentamente assim
podemos desprezar sua velocidade. Aplicando a Equagcao de Bernoulli entre um ponto inicial

A e um ponto B na parte cilindrica do jato, onde a pressao volta a ser py,, temos que:
1 1
5P U6+ Patm + pgh = 5p v + Paim
Como vy &~ 0 obtemos que:
v=+/2gh.

Este resultado foi obtido por Torricelli em 1636.

— Tubo de Pitot

Usado para medir a pressao ou velocidade num fluido em movimento, considere a seguinte
situacao:
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Onde p ¢ a densidade do ar, p a pressao naquela regiao, p, a densidade do liquido e py ¢é a
pressao no ponto O. Aplicando Bernoulli nos pontos A e O temos que:

1

2
ZPV” + D = Do,
oF P ="Po

além disso, pelo Teorema de Stevin sabemos que:

1
Po=pogh+p= ipv2+p=p+pogh,

o que permite medir a velocidade v de escoamento do fluido, segue-se que:
v=[222 gh.
Vo p
Este sistema é usado para medir a velocidade de avioes.

— Fenémeno de Venturi

Consideremos o escoamento estacionario de um fluido incompressivel da seguinte maneira:

Vo

Sejam A; e Ay as areas de sec¢ao na regiao 1 e na regiao 2 e supondo que elas sejam pequenas
suficientemente para que a pressao e a velocidade possam ser tomadas como constantes sobre elas,
podemos aplicar Bernoulli:

1 1
P 5/”}% =p2t 50”5

e a Equagao da Contunidade da:
Ay
Vg = — Us.
Ay
De modo que, vy > v; e consequentemente, p, < p;. Venturi, quem primeiro observou o fenémeno,
esperava obter o contrario, acreditando que a pressao aumentaria no estrangulamento devido ao

espaco reduzido.

Subistituindo vy na equagao do Bernoulli obtemos que:

2

1 2—1-1 5 Af
— Py = —pvU —pU —
P1— P2 2P 1 2P 1A%
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o liquido sobe até as alturas h; e ho em manoémetros inseridos nos pontos 1 e 2, o que permite
medir a diferenca de pressao:

p1—p2=(po+pghi) — o+ pghs) =pg(hy —ha) =pgh

onde h é a diferenca entre as alturas, substituindo na tltima expressao, obtemos que:

1 1, A
pgh—ﬁpvﬁr Spo a2
1 A2 — A2 2gh

pgh=spoi(——5— X )= v = Ay

2 A2 — AT

4. Problemas

Problema 1. * (Topicos da Fisica 1) Na tubulagao horizontal esquematizada na figura a seguir
o liquido escoa com vazao de 400 cm?/s e atinge a altura de 0,50 m no tubo vertical. A massa
especifica do liquido, admitido ideal, é 1,0 g/cm?.

Adotando-se ¢ = 10m/s? e supondo-se o escoamento em regime permanente, pede-se calcular
a pressao efetiva no ponto 1, que é a diferenca entre a pressao estatica nesse ponto e a pressao
atmosférica.

Problema 2. ** (Moysés) Um filete de dgua escorre verticalmente de uma torneira de raio a, com
escoamento estacionario de vazao Q. Ache a forma do jato de agua que cai, determinando o raio p
da secao transversal em funcao da alturas de queda.

Problema 3. * (Topicos da Fisica 1) O ar de um furacao sopra sobre o telhado de uma casa
com velocidade de modulo igual a 108 km/h. A densidade do ar vale 1,2 kg/m?. Quanto vale a
diferenga entre a pressao do lado interno e do lado externo do telhado?
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Problema 4. ** (Moysés) Uma ampulheta ¢ formada, de cada lado, por um tronco de cone
circular de altura h = 10c¢m, raio da base maior R = 10cm e o raio menor r = 0,1c¢m. Apos
enché-la de dgua até a metade, ela é invertida.(a) Calcule a velocidade inicial de descida do nivel
da agua; (b) calcule a velocidade do descida do nivel depois de ele ter baixado de 5cm; (c) que
forma deveria ter a superficie lateral (de revolugao) da ampulheta para que o nivel da agua baixasse
uniformemente (relogio de agua)?

Problema 5. *** (Jaan Kalda) Sejam dois recipientes (A e B) cujas torneiras tém desenho dife-
rente, veja a figura. As torneiras estao abertas e a altura da superficie da dgua em relagao a elas
é H em cada recipiente. Com que velocidade o fluxo de agua sai dos barris?

e

Problema 6. * (ITA 2016) Um estudante usa um tubo de Pitot esquematizado na figura para
medir a velocidade do ar em um tinel de vento. A densidade do ar ¢ igual a 1,2kg/m? e a
densidade do liquido ¢ 1,2.10* kg/m3, sendo h = 10 cm. Nessas condigoes, determine quanto vale,
aproximadamente, a velocidade do ar.

ar A—

=
U T
O/

Problema 7. *** Um jato de Agua atinge obliquamente uma calha horizontal de secdo transversal
semicircular, como mostrado na figura. O jato encontra-se no plano vertical que contém a linha
central da calha. Calcule a relagao das quantidades de d4gua que escoam nas duas extremidades da
calha em funcao do angulo de incidéncia « do jato.

liquido
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Water jet
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5. Gabarito

VA

Problema 1 1,1-10* N/m?

p* v
Problema 2 - = ——— onde Q = 7a?v

a  \Jv?+ 2gz2

Problema 3 540 Pa

2 4
Problema 4 a) 0,14mm/s b) 0,39mm/s c¢)z= ;)_'0_4
gr

Problema 5 A: \/2gh B:+/gh

Problema 6 1,4-10>m/s

e
Problema 7 a) v =v; = v, )ﬁﬂ
—sina
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