Lancamento Obliquo

Caio Augusto - Projeto Olimpicos

1. Introducao

Langamento Obliquo é o nome dado ao movimento de uma particula quando esta sofre efeito de
uma aceleracao gravitacional constante. Exemplos sao mostrados abaixo, onde diversos objetos
sao lancados com um angulo com a horizontal e percorrem uma trajetoria especifica.

A fisica ao redor desse assunto se baseia na seguinte pergunta: Se um objeto esta inicialmente no
chao e no tempo t = 0 recebe uma velocidade v fazendo um angulo 6 com a horizontal, qual é sua
posi¢ao em um tempo t7?

Descrevemos o sistema por meio de duas coordenadas x e y, onde y é vertical e & é a horizontal,
como mostrado na imagem abaixo.
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A componente da velocidade inicial que esta na diregao x é dada por:
Uy = Vg cos 0 (1)

E sabemos que a gravidade atua apenas na vertical, entao o movimento em x nao sofre influéncia
de nenhuma aceleragao, seu movimento na horizontal é portanto uniforme:

x(t) = vo cos(0)t (2)
Ja na vertical, a componente da velocidade inicial é dada por:
vy = vpsiné (3)

E nessa direcao a particula sofre acao de uma aceleracao constante g, e portanto seu movimento
em y deve ser um movimento uniformemente variado (MUV), isto é:

y(t) = vgsin(f)t — =— (4)

Essencialmente, essas sao as duas equagoes que descrevem um movimento obliquo, em y a particula
estda em um MUV e em x num MU. No entanto, saber apenas isso em muitas vezes nao te permite
resolver as questoes, torna-se um quesito de extrair a maior quantia de informagoes possiveis das
equagoes (2) e (4), discutiremos alguns dados que podem ser obtidos na segao abaixo:

2. Alcance horizontal e Altura Maxima

O alcance horizontal de um lancamento obliquo é definida como a distancia entre o ponto de
langcamento e o ponto que ela atinge quando volta a y = 0, como mostra a figura abaixo.
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Para calcular o valor de A dado os parametros relevantes ao sistema, precisamos saber o tempo
de queda da particula, ou seja, qual o valor de T tal que y(T) = 0. Para calcular T, fazemos a

seguinte conta:
: gT”
y(T) = vosin(0)T — = 0 (5)

Esta equagao possui duas solugoes, uma corresponde a 7" = 0 e nao corresponde ao tempo de
queda da particula. Para achar o outro valor, divide-se toda a equacao por T e tem-se entao:
_ 2upsin(0)

T= =" (6)

como z(T) = A, substituimos T na equagao de x e temos que:

2 . 2 .
= 20§ sm(g) cos(0) _ 0 312(20) 7)

J& a altura maxima corresponde ao maior valor de y que a particula pode ter durante seu movi-
mento, como mostrado na figura abaixo:
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Pela definigdo de méaximo, quando a particula estd em H ela ndo possui velocidade em y (pois
imediatamente antes de estar H ela devia estar subindo e imediatamente depois ela deve estar
descendo, entdo no maximo em si ela nao pode subir nem descer). Entao podemos prosseguir de
duas maneiras:

2.1 Maneira 1 - Descobrir v,(t)

Como em y a particula faz um MUV, segue que:

vy (t) = vosin(h) — gt (8)
entao a particula terd v, = 0 em:
Yo sin(#) _ T (9)
g 2

Ou seja, a particula atinge o maximo na metade do seu percurso no ar, e entao segue que H = y(7),
logo:

_ 2 vEsin®(0
H = vy sin(0)T — 97 = OQ—Q() (10)

2.2 Maneira 2 - Uso de Torricelli/ Conservagdo de energia

A equacao de Torricelli nos diz que, para uma particula sobre aceleracao a em x obedece:
v (z) = vg + 2ax (11)

Onde vy ¢ a velocidade inicial da particula quando ela esta em z = 0 e v(x) é sua velocidade em
um z qualquer. O uso desta equacao nos permite ignorar a dependéncia do tempo do fené6meno.

No nosso caso, ha uma aceleracdo —g na diregao y e v,(0) = vy sin(#), entao:
v2 — vy sin*(0) = —2gy (12)

Quando y = H, v, = 0, entao:
v2 sin?()

29

H = (13)

O que esta de acordo com o primeiro método.

3. Trajetoria independente do tempo

Nos interessa também saber qual é a curva que a massa faz no espaco durante sua trajetoria, isto
¢, quando a particula esta em um determinado x, em qual altura y(x) ela estara? Para ter esta
informagao, usamos a equagao (2) e isolamos t:

t= v 00s(@) (14)

E entdo substituimos na equagao de y(t), o que nos da:

ga®

y(r) = xtan(d) — 507 cos?(0)

(15)
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Nao é uma equacao que vocé olha e pensa: “puts, como nao imaginei que seria isso", mas ela nao
veio de nenhuma magia, foi pego as equacgoes iniciais que tinhamos inicialmente e fizemos uma
substituicao de variaveis. Ha alguns dados importantes que podem ser tirados dessa equagao, uma
delas ¢ que a trajetoria é uma parabola pois temos algo da forma y = ax + bz?, outro conceito
muito importante é o de “Parabola de seguranca", o qual trataremos em um folheto mais a frente,
mas é simples de achar na internet uma explicacao simples do que ela significa, embora de sua
matematica nem tanto.

4. Problemas

Mostrado como as féormulas podem ser utilizadas, vamos agora a uma lista curta de alguns exer-
cicios sobre o assunto, algumas sao mais simples e envolvem apenas um manejamento simples das
formulas, outras envolvem um bom conhecimento matematico.

Problema 1: (Topicos de Fisica 1)-Um corpo é langado obliquamente com velocidade v0 de mo-
dulo 50 m/s, sob um angulo de langamento 6 (sen(f)= 0,6; cos(#)=0,8), conforme indica a figura:

Y A

»
X

N
! ! Calcule, considerando g = 10m/s* e
desprezando a influéncia do ar:
a) a intensidade da velocidade v do corpo ao passar pelo vértice do arco de parabola;
b) o tempo de subida;
¢) a altura maxima (hmax);

d) o alcance horizontal (A).

Problema 2: (Topicos de Fisica 1)-Da superficie de um astro, uma pedra foi langada vertical-
mente para cima. Sua posi¢ao em relagao a superficie variou com o tempo, de acordo com o grafico
seguinte, que ¢é praticamente um arco de parébola:

Calcule:

a) o modulo v0 da velocidade de langamento da pedra;

b) intensidade g do campo gravitacional na superficie desse astro.
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Problema 3: (Moyses 1- alterada) Um cagador(muito cruel) esta no chao e planeja atirar em um
macaco que esta em um galho de uma arvore a uma altura h do chao. A distancia horizontal entre
o macaco e o cagador ¢ d, a velocidade inicial da bala é vy, o valor da gravidade é g e, na hora que
o cacador atirar, o macaco ficara assustado e se soltara do galho, ficando em queda livre. Sabendo
disso, qual deve ser o angulo com a horizontal que a velocidade da bala deve fazer para atingir o
macaco? E quanto tempo demorara até que sua bala atinja-o?

Problema 4: (Moyses 1) O Alcance de um projétil é 4 vezes maior que sua altura maxima e o
mesmo permaneceu ho ar por 2 segundos

a) Em que angulo ele foi langado?
b) Qual foi sua velocidade inicial?

¢) Qual seu alcance?

Considere a aceleragio da gravidade g = 9,8m/s?

Problema 5: (Morin) Duas bolas, separadas por uma distancia d, sdo jogadas ao ar no instante
t=0, como mostra a figura abaixo. uma delas é jogada com v
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a) Qual deve ser a velocidade u com o qual a segunda bolinha deve ser jogada para que acerte a
primeira no momento em que esta esti na sua altura méaxima?;

b) Qual deve ser o angulo que u faz com a horizontal?

Considere que a aceleracao gravitacional no sistema é g

Problema 6: (Moyses 1) Mostre que o alcance horizontal de duas particulas com a mesma ve-
locidade ¢ o mesmo quando ambas tem seus angulos de langamento representados por: (5 — ) e
(5 +9)

Problema 7: (ITA-11) Duas particulas idénticas, de mesma massa m, sdo projetadas de uma
origem O comum, num plano vertical, com velocidades iniciais de mesmo modulo e angulos de
langcamento respectivamente o e 8 em relagao & horizontal. Considere 77 e T os respectivos
tempos de alcance do ponto mais alto de cada trajetoria e t; e t os respectivos tempos para as
particulas alcancar um ponto comum de ambas as trajetérias. Assinale a opg¢ao com o valor da
expressao t117 + to15

203 (tan()+tan(B))

a) p
)

2
2v3

2

o

g
402 sin(a
) 092( )
) 4v2 sin(B)
g2
w2 (sin(a)+sin
e) 2v5( (gg+ (8)

o

oL

Problema 8: (De Lange) Uma particula esta em um plano inclinado que faz um angulo com a
horizontal « e esta é langada com uma velocidade u fazendo um angulo 6 com a horizontal, como
mostra a imagem abaixo

SR J

Mostre que a particula atingira o plano a uma distancia R tal que:

2u? ,
R= Joo(a) cos(f) sin(f — «) (16)
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Problema 9: DESAFIO - (200 Physics Problems) Um grilo encontra em sua frente um tronco de
raio R posto no chao e planeja pula-lo para chegar ao outro lado. Dado a aceleracao da gravidade
local g, qual a velocidade minima que o grilo precisa ter para pular o tronco?

5. Dicas

Problema 1: Aplique as formulas apresentadas sobre lancamento balistico para calcular as quan-
tias pedidas. Se nao lembra das formulas, tente prova-las por conta prépria.

Problema 2: E dado o valor de y em funcio do tempo, é importante saber usar os dados apre-
sentados para adquirir as informagcoes. Nesse caso foi dado o valor de H e de 7, ambas podem ser
usadas para se adquirir as informagoes que foram pedidas

Problema 3: Ambas os corpos sofrem o mesmo efeito gravitacional de forma que ha em ambos
um Ay = —gt?/2. Assim, esse termo ndao interfere em como o macaco vé a bala indo em sua
direcao.

Problema 4: O angulo de langamento é algo puramente geométrico do sistema que nao depende
nem da gravidade nem do tempo de queda, use as formulas de A e H e vocé tera uma equacgao que
depende unicamente de 6.

Problema 5: Ambas as particulas devem estar no mesmo x e no mesmo y quando ocorre a colisao.
Por ser o ponto de maxima altura, é sabido tanto o valor de y quando o valor de t ao qual a colisao
ocorre, dados suficientes para calcular o que foi pedido. Descrever o sistema por u, e u, e a partir
dai chegar em u e 6 pode ser bem mais simples do que achar as duas quantias diretamente

Problema 6: Use o fato que sin() = cos(m/2 — ) e escreva 6 de uma outra maneira que lhe seja
util na questao

Problema 7: Nao ha muito segredo que eu posso falar aqui, s6 posso garantir que tem conta pra
caramba e muuuuito manejamento matematico(essa deveria ser uma questao dificil independente
do seu conhecimento fisico como um todo)

Problema 8: Ha diversas maneiras de resolver essa questao, uma das mais rapidas é estabelecer
que quando a particula toca o plano ¢ = tan(f), usando substitui¢oes adequadas é possivel resolver.
Outra maneira é descrever o sistema por meio de coordenadas paralelas e perpendiculares e nao
havera um lancamento balistico mas sim um movimento com tanto uma aceleragao horizontal
quando uma vertical, mas nao é dificil achar o tempo de queda nessas coordenadas, e entao achar
R é um caminho direto.

Problema 9: Essa é uma questao que envolve uma certa “carta'"de perceber que quando estamos
no caso de velocidade minima, a particula deve tangenciar o tronco em dois pontos simétricos
no mesmo y. Estabeleca que a particula vai tangenciar o tronco em um ponto do tronco que
faz um angulo # com a vertical com uma velocidade vy. O alcance horizontal precisa ser igual a
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A = 2Rsin(f) (por que?) e com isso descubra o valor de vy em fungao de 6. Entao use Torricelli
para descobrir a velocidade de lancamento em funcao de 6. Vocé devera ter uma funcao para V
que s6 depende desse angulo, entao é possivel plotar num grafico essa fungao pra descobrir valor
minimo que a velocidade pode ter.(Uma solugao completa dessa questao sera postada futuramente,
mas tente se divertir com ela sem olhar a resposta).

6. Gabarito

Problema 1: a) v =40m/s

b) t=3s
c) h=45m
d) A= 240m

Problema 2: a) v=24m/s
b) g = 12m/s?

3 2 . . . +/d2 2
Problema 3: Ele deve mirar no macaco e o tempo até a bala atingir é t = dT”h

Problema 4: a) 45°
b) 13,9 m/s
c) 19,6m

Problema 5: a) u? = (gd/v)? + v?,
b) tan(f) = v?/gd

Problema 6: provae po
Problema 7: Alternativa b
Problema 8: provae po

Problema 9: v2,, = 2gR(1 +/2)
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