Resolucao TBF - Questao 2

Lucas Takayasu - Projeto Olimpicos

1. Enunciado

Sistemas elétricos ou magnéticos estaticos nao sao capazes de gerar ondas eletromagnéticas que se
propagam ao longo do espaco. Neste problema vamos desenvolver um modelo eletromagnético de
radiagao de um dipolo elétrico oscilante. Trata-se de um modelo simplificado que demonstra como
carga elétricas oscilantes sao capazes de irradiar energia através de campos eletromagnéticos.

Parte I

Um dipolo elétrico de momento de dipolo p(t) = ¢(t)d@ pode ser modelado por um par de cargas
elétricas de cargas oscilantes ¢;(t) = gpcos(wt) e q2(t) = —q1(t) unidas por uma haste rigida
de comprimento a. O sentido e a diregao do vetor dipolo elétrico p sao os mesmos do vetor
que liga a carga gqo(t) a carga ¢i(f). O momento de dipolo elétrico varia segundo a expressao
p(t) = pocos(wt). Por simplicidade, considere o vetor @ orientado paralelamente ao eixo vertical
Z e que o centro geométrico do dipolo localiza-se na origem do sistema de coordenadas. Vamos
calcular quantidades de interesse no ponto P(7), distante de r; da carga 1 e 7o da carga 2. Veja a
figura a seguir.
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X
Q2(t)+/
O meio no qual encontra-se o dielétrico é o vacuo, cuja constante eletrostatica é K =
permeabilidade magnética .
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Segundo a relatividade restrita, nao é possivel que a informagao da variacao do valor das cargas
seja transmitida instantaneamente a todo o espaco. Por essa razao, consideraremos que, quando o
valor de uma carga pontual sofre uma alteracao, o potencial elétrico associado é ‘atualizado’ apos
um tempo de propagacao com velocidade da luz c¢ através do espago. A mesma hipdtese pode ser
feita para o potencial vetor magnético gerado.

a) Considerando que nao ha acumulo de cargas elétricas na haste que une as cargas ¢i(t) e g2(t),
determine a corrente elétrica I(t) associada a variagao do dipolo p(¢).
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b) Calcule o potencial elétrico V' (7,t) gerado pela superposi¢ao do potencial retardado das duas
cargas. Deixe sua resposta em termos de K, qg, 71,72 € ¢. Considere efeitos de atraso e nao
faca, por ora, qualquer tipo de aproximacao geométrica.

c) Escreva a expressao do potencial vetor A(7,t) gerado pelo dipolo elétrico oscilante. Considere
efeitos de atraso e nao faga, por ora, qualquer tipo de aproximacao geométrica.

Parte 11

Um parametro de comprimento importante desse problema é o comprimento de onda associado &
onda eletromagnética emitida pelo dipolo, A = ¢/w. Consideraremos agora aproximagoes tteis que
ajudam a simplificar as expressoes encontradas para V() e E(F) A primeira seré a aproximacao
de dipolo curto (a < A) e a segunda seréd a condigao de campo distante (r << \). A partir desse
ponto, despreze termos de ordem superior a 1/r. Devido aos efeitos relativisticos de retardamento
dos potenciais, deixe suas respostas em termos do instante 7 =t —r/c.

d) Determine a expressao do potencial elétrico V (7, 7) gerado por um dipolo elétrico curto oscilante
na regiao de campo distante. Deixe sua resposta em termos de w, py, e demais constantes fisicas
intervenientes.

e) Determine a expressao do potencial vetor A(7, 7) gerado por um dipolo elétrico curto oscilante
na regiao de campo distante. Deixe sua resposta em termos de w, py e demais constantes fisicas
intervenientes

Parte 111

A partir do potencial elétrico escalar e do potencial vetor determinados na Parte II é possivel
determinar os campos elétricos e magnéticos gerados pelo dipolo. Por conveniéncia, fornecemos os
campos gerados por um dipolo elétrico curto na regiao de campo distante

2
E(r) = _ HoPow (sen0> cos(wT)b
47 T

E(F) _ _M0p0w2 (SG;]Q) C()s(wT)QAS

4re

f) Classifique a onda eletromagnética emitida pelo dipolo com respeito a sua polarizagdo no ponto
P(r,0,9).

g) Demonstre, a partir dos campos elétrico e magnético fornecidos, que o dipolo elétrico oscilante
irradia energia.

h) O dipolo elétrico oscilante é uma fonte de radiacao isotropica? Em caso negativo, indique a(s)
dire¢ao(6es) em que a sua irradiagao de energia é méaxima.

2. Resolugao

a) Pela conservagao de cargas, podemos associar uma corrente elétrica I fluindo ao longo da haste
constantemente:

_dg  d(gocos(wt)) :
I= 7l B e sin(wt)
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b)

Sabemos o potencial instantaneo para uma carga ¢ (t):

™

Vi
Considerando o tempo necessario para que a informagao seja transmitida: At = r/c = t' =
t — r/c, podemos obter uma expressao para o potencial retardado:

_ Kaq(t—At)  Kgycos(w(t —r1/c))
N r1 a r1

Vi

Assim, analogamente para ¢(t), e aplicando o principio da superposicao:

_ Kqo cos(w(t —r1/c))  Kqocos(w(t —ra/c))

(1)

Sabemos a corrente I(t) pelo item (a), e pelas convengoes do enunciado ela tem diregao em Z.
Assim para calcular o potencial vetor retardado podemos usar I(t — At), de forma analoga ao

1item anterior. e
- o= It — At)dl
AF =10 / 1{t - At)di
AT J a2 r!

Aqui, definimos ' como a distancia entre um elemento de comprimento na haste e o ponto de-
terminado pelo vetor 7. Sem aproximacoes geométricas, nao ha muitas simplificagoes possiveis
para a integral. Logo, apenas substituindo o que conhecemos na expressao:

E(F, t) =2 @/G/Q Mdz —|_3 Ho /a/2 qow Sin(w(t — r’/c))dz (2)

o —a)2 7! AT J a2 r!

Sabemos da equagao (1), obtida no item b) que:

_ Kqo cos(w(t —ri/c))  Kgocos(w(t —ra/c))

V(r,t)

Para utilizarmos as aproximacgoes de um dipolo elétrico curto, é interessante aproveitarmos da
geometria e do auxilio do angulo 6. Assim, podemos tentar deixar r; e 75 como funcao de r e
0, que podem ser relacionados pela lei dos cossenos:

2 2
rf: (g) +r2—2r§cosﬁz>rl = \/TZ—i-aZ—mcosﬁ

Podemos também utilizar a lei dos cossenos para o angulo suplementar de 6 para encontrar rs:

a? a?
ro = \/r2+z—mcos(7r—9) = \/7"2+Z+racos(7r—9)

Sabendo que a < A er > A = r > a, podemos expandir as expressoes de r; e ry pela
aproximagao: (1+ )" ~ 1+ nzx, para r < 1

2 2
7“1:r\/l—l—%—20089%r(1+%—56080>%T(l—%cose>
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Analogamente para ro:

Ty AT (1—1-10089)
2r

Nao podemos aproximar mais as expressoes de 71 e 7y para além disso, pois se desprezassemos
a . . . .

os termos de — terfamos que r; = 79 = r, e logo o potencial seria nulo, o que perderia o sentido
r

fisico do problema, assim paramos na primeira ordem.

Assim, se substituirmos essas expressoes para r; e r3 no potencial elétrico retardado (1), em
que 1y e ro aparecem tanto dentro do cos quanto no denominador, poderemos fazer ainda mais
aproximacoes. Comecando pela aproximacao do cos para ry:

cos(w(t —r1/c)) = cos <w <t— L (1 - g(:08.9))) = CO0S <w (t— Ty gcos@))

c 2r c 2
= ( ( +gCOSG>):COS<WT+ﬂCOSQ>:COS<wT+£COSG>
ST TS 2% 2

~ - . a . .
Nesta expressao nao podemos simplesmente desprezar os termos de BTN visto que anteriormente

a ~ . , . .
sequer pudemos desprezar o er > \. Entao para aproximar além disso, teremos que expandir
r
0 COS.

E dado no enunciado que 7 =t — r/c, e que A = ¢/w. Sabemos também que a < A, e logo
podemos expandir o cos da soma: cos(a + b) = cosa cosb— sinasin b, para fazer aproximagoes.

Ccos (am' + % Cos 9) = cos(wT) cos (% Cos 9) — sin(wT) sin (% Cos 0)

a < \ = cos (wr + % cos 9) ~ cos(wT) — % cos 6 sin(wr)

Aqui, aproximamos em primeira ordem que:

COS(% coS 6) ~1 e sin(% cos 6) Ry %COSQ

a
O que é diferente de simplesmente desprezar os termos de N o que daria uma expansao de

ordem zero. Assim nao podemos aproximar para além disso, por enquanto.

De forma anéloga, para ry obteremos que:

cos <w7' - % cos 9) ~ cos(wT) + % cos 0 sin(wT)

Resumindo todas as aproximacoes que envolvem r; e o até agora:

(7‘1 ~r (1 - ﬁcos&)
2

r

To zr(1+ic059>
2r

cos(w(t —ry/c)) = cos(wt) — % cos 0 sin(wT)

cos(w(t — rq/c)) = cos(wT) + % cos 6 sin(wr)

\
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Finalmente, concluindo nosso objetivo inicial de substituir na expressao (1):

Kqo cos(wt) — 2 cos sin(wr)  cos(wT) + 2 cosh sin(wT)

V(7 t) ~ 2A - A
r 1 — —cos# 1+ —cosé
2r 2r

Com isso, podemos juntar estas duas fragdes em uma so, o que faré aparecer alguns termos de

an 2
(—) , ou seja, de segunda ordem, que poderao ser desprezados, visto que estamos trabalhando
,

em primeira ordem. Logo:
a a . a a .
N Kqo ( (1 + o, €08 9) (cos(wT) ~ 5% cos@sm(om‘)) - (1 5, cos 9) (Cos(wT) + o\ cos@sm(om-)) )

(1 — %cos@) <1+ %cos@)

a 0 L
 Kqo | 7 cos(WT) — P sin(wr) _ Kqoacost (cos(wT) sin(w7)>
o7 a? - r A
1— 12 OO 0
_ Kpocos (cos(wr)  sin(wr)
B r r A

Assim, obtemos uma expressao polar para o potencial elétrico retardado como funcao de e 7,
no caso de um dipolo elétrico curto oscilante na regiao de campo distante.

E interessante notar que o caso estatico (ndo oscilante), de um dipolo elétrico normal, pode
ser recuperado deste resultado, em que se tomarmos o limite w — 0, obtemos a boa e velha

férmula:
Kpgcost

2

V=

r

Também poderiamos ter ido um pouco além e interpretar o que é dito no enunciado: “despreze
termos de ordem superior a 1/7”, o que nos daria para o potencial retardado:

Kpg cos 0 sin(wr)
rA

V(1) = —

A partir da equagao (2) obtida em c), seria muito dificil utilizar todas as mesmas aproximagoes
que utilizamos no item anterior para calcular a integral. Porém, como nos préprios limites da
integral temos o fator a, a nossa vida ficarda bem mais facil, visto que podemos, até primeira
ordem, trocar o que esta dentro da integral pelo valor em seu centro, ou seja, trocando r’ por
r, e assim a integral se torna trivial:

sin(wT)2

Z = — z
4 r

A ) = -2 Ho gowsin(w(t —r/c)) /a/2 J HoGoaw sin(wT) _ [ ropow
’ —a/2 4dr 4arr

— —

E notavel pelas expressoes dadas que E e B sdo perpendiculares, e que E sempre aponta
na dire¢ao 9 logo a onda eletromagnética emitida pelo d1polo tem polarizacao linear, se
propagando na direcdo k = 6 X ¢ com polarizacao (direcao de E) em 6.
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g)

Sabemos que ondas eletromagnéticas transportam energia. Para demonstrar que o dipolo elé-
trico oscilante irradia energia, podemos partir do vetor de Poynting, o qual representa o fluxo
de energia por unidade de area e tempo. Assim:

Ex B
Ho

S =

Pelas expressoes de F e B dadas, torna-se claro que que a direcao de E X B sera r, em
coordenadas esféricas. Assim, como eles sao perpendiculares, podemos facilmente calcular o
produto vetorial:

3 |E|-|Blf 1 ( jpopow?sin 6 cos(wr)\? .
= = — r
Ho Hoc drr

Tirando a média temporal desta expressao, obtemos a intensidade irradiada ao longo de um
ciclo completo:

1 = 1 Jopow? sin 2 popawt sin?é
2 0
w = - = = —
{cos™(wr)) 2 () 21pC ( 47r ’ 32m2c r2

Integrando em torno de uma esfera de raio r, cujo elemento de area em coordenadas esféricas
serd: r?sin @ df d¢, podemos obter a poténcia média irradiada pelo dipolo oscilante:

o ¢=2m ‘9 2 .4 ™
(P) = /<S> da = pope” / / sin r?sin @ df do = Hobo® / sin® 0 df
32m%¢ Jouo  Jo 16me Jo

Para calcular a integral / sin® 6 df, podemos utilizar a reducio de grau do sin®#:

sind 0 — 3sinf _431“(3@ = /Sin36d9 _ / 3sinf —48in(36) g0 — _3CZS€ N 0031(230)

Aplicando os limites:

/Trsin39d9: _ 3cosd N cos(30) ﬂ: B
) 1 12 |,

3 1 3 1

1 12711

3cosm N cos(3) N 3cosO0 cosO
4 12 4 12

4
3

Logo:

2, .4
<P> _ HoPow
127mc

Portanto, como (P) > 0, concluimos que o dipolo elétrico oscilante irradia energia.

Analisando o vetor de Poynting (média):

2 AN qin2
- Lopgw™ \ sin” 6
9= ()

3272¢ r

Notamos pela dependéncia com o sin?6 que o dipolo elétrico oscilante nao é uma fonte iso-
tropica. Além disso, por essa dependéncia em relacao a 6, concluimos que a a irradiacao de
energia ¢ maxima quando € = 90° = 7/2, ou seja ao longo do plano = — y.

Também é interessante notar que S nao depende de ¢, apresentando uma simetria ao longo do
eixo z, e que ao longo do eixo do dipolo x, ou seja, para # = 0, nao ha radiacao.
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